Der goldene Schnitt

Einblicke in die Geometrie der Natur

Prof. Dr. Peter Berger

Unter dem goldenen Schnitt einer Strecke oder der stetigen Teilung einer Strecke versteht
man die Zerlegung der Strecke in einen grofieren und einen kleineren Teil, und zwar so, dass
die Streckenverhéltnisse ,,ganze Strecke zu gréfierem Teil* und ,,groRerer Teil zu Kleinerem

Teil“ gleich sind.
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Wenn diese beiden Verhéltnisse (Proportionen) gleich sind, bezeichnet man ihren Zahlenwert
als goldene Zahl ® (= griechischer Buchstabe ,GroR-Phi’). Proportionen sind Quotienten,
und die sind bekanntlich nur dann definiert, wenn ,unterm Bruchstrich keine Null’ steht, weil
eine Division durch Null unméglich ist; da es hier aber um Verhéltnisse von Streckenléangen
geht, also stets um positive Zahlen, sind die Quotienten in diesem Kontext immer definiert.

I. Wie groRR ist ®? Die Grundgleichung des goldenen Schnitts

Um @ zu berechnen, fragen wir: Wenn a gegeben ist, wie gro muss dann b sein, damit die
obige Gleichung gilt? D.h. wir behandeln b als Unbekannte, die von a abhangt, und 16sen die
Gleichung nach b auf.

a+b:% < (a+b)b=a’> < ab+b’=a® < b*+ab=a’

Grundgleichung

2 2
) a , (a . . “ des
< b +ab+ > =a”+ > ,»quadratische Erganzung goldenen Schnitts
2
a , a° 5, — )
= b+—| =a“+—=—a intelligenter als die
2 4 4 Mitternachtsformel !

a ,a
o b+==+=.5
2 2
a a
< b=+—/5-—
2[ 2

N b:%(\/g—l) oder b:—%(\/§+1)

Da b eine Streckenlange ist, kann b nicht negativ sein. Die negative Lésung rechts ist also hier
nicht mdglich, es bleibt nur die Losung
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Damit lasst sich @ nun berechnen:
a a 2

a5 B

Da die Wurzel im Nenner unbequem ist, wenden wir den Ublichen Trick an (dritte binomische
Formel!), um sie von dort wegzubekommen. Wir erweitern einfach mit dem ,,Gegengift™:

2 ‘\/g+l_2(\/§+1)_2(\/§+1)_\/§+1
/o1 51 5-1 4 2
\/§+1
2

Beim goldenen Schnitt ist also die langere Teilstrecke a stets rund 161,8% der Kiirzeren
Teilstrecke b (=100% ). Rechnen wir das auf die Anteile an der Gesamtstrecke um (nun also
a+b=100%), so erhalten wir:

)

o= ~1,618

a 1618-b  1618.b

a " b a+b 1618 b+b 2618.b

(e, O ]
A ~61,8% T ~382% B _1,618..
2,618

=0,618..

Hinweis: Dass auch hier wieder die Zahl 61,8... auftritt, ist verbliffend und hat eine tiefere
Ursache, der wir in Abschnitt 11 auf die Spur kommen (stetige Teilung!).

Fassen wir das Wesentliche zusammen:

Die Grundgleichung des goldenen Schnitts ist die quadratische Gleichung b? + ab = a.
Sie gilt genau dann fir positive Zahlen a, b (Streckenldngen!), wenn diese im Verhaltnis
des goldenen Schnitts stehen. Denn die positive Lésung der Grundgleichung ist

a \/§+1

b= %(\/3—1) , und das ist &quivalent zur Proportionsgleichung b = D .

1. Wie funktioniert der goldene Schnitt mit Zirkel und Lineal?

Eine Mdglichkeit, eine Strecke s allein mit Zirkel und Lineal im goldenen Schnitt zu teilen,
zeigt die folgende Abbildung.
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Beweis der Korrektheit dieser Konstruktion:

Da das Dreieck rechtwinklig ist, gilt nach Pythagoras:

(a+r)? =s?+r?
2 2 2
[a+ij 52+(E] _? 40
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s

a+t-=t
2
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a=—+/5-=—==(+v5-1
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also gilt fur die Proportion:

2
S_ > = =...(genau wie auf der vorigen Seite) ...=®

2 S(\B-1) V51

J5 (wie oben liefert nur + eine Losung)

N | w»

Das war zu zeigen.

I11. Woher kommt der andere Name ,,stetige Teilung“?

Die sehr alte Bezeichnung goldener Schnitt (lateinisch: sectio aurea) verrat, dass man diese
Proportion immer schon als etwas ganz Besonderes angesehen hat. Das kommt noch deutli-
cher in der anderen lateinischen Bezeichnung proportio divina (géttliche Proportion) zum
Ausdruck. Was aber das mathematisch eigentlich Besondere an diesem Teilungsverhaltnis ist,
das wird in der moderneren und etwas sachlicheren Bezeichnung klar: stetige Teilung.

Wird namlich die Gesamtsrecke a-+b nach dem goldenen Schnitt in die Teile a und b zerlegt,
dann stehen fortlaufend auch alle jeweils anfallenden Teile (der GroRe nach absteigend ge-
ordnet) zueinander im Verhaltnis des goldenen Schnitts: a wird zerlegt in b und a—b, b wird
zerlegt in a—b und den Rest b—(a—b)=2b—a, und das geht immer so weiter: Automatisch

stehen grofleres und kleineres Teilstlck ihrerseits wieder in der goldenen Proportion @.

a+b
(o, a O b O
a b a-b
O b O o) O O 7o) oro_o USW
a-b a-b b—(a-b) “2 4 p-(2b-a)
=2b-a =2a-3b

b a-b  2b-a 2a-3

a
a b ab M-a 2a-3D H-ZA

Der goldene Schnitt liefert also ab der ersten Teilung Teilstrecken, die man fortlaufend — fri-
her sagte man: stetig — zu immer Kkleineren Zerlegungen weiterverwenden kann, die alle das-
selbe Streckenldngenverhaltnis @ haben. Daher der Name stetige Teilung fiir den goldenen
Schnitt.
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Dass die Gleichungskette
(D_a+b_3_ b a-b 2b-a 2a-3b
a b a-b 2b-a 2a-3b 5b-3a
stimmt, sehen wir, wenn wir uns jede der Proportionen herausgreifen und nachrechnen, wann
sie gleich a/b ist. Fur (a—b)/(2b—a) gilt z.B.:

a_a-b
b 2b-a

Rechts steht wieder die Grundgleichung des goldenen Schnitts mit der positiven Ldsung

< a(2b-a)=b(a-b) < 2ab-a’=ab-b° < b*+ab=2a’

b =%(\/§—1), und daher gilt wieder die Proportionsgleichung %z J§2+1 =o (vgl. S. 1).

Wir erkennen: Wenn a und b im Verhaltnis des goldenen Schnitts stehen (kurz: ,,im goldenen
Schnitt stehen®), wenn also gilt a/b = ®, dann stehen auch die Strecken a—b und 2b—a im
goldenen Schnitt, d.h. es gilt dann auch (a—b)/(2b-a)=®.

Dies wirde sich ebenso auch bei jeder der anderen Proportionen in der Gleichungskette erge-
ben, jede fiihrt auf die Grundgleichung des goldenen Schnitts (rechnen Sie zur Ubung nach!).

IV. Welche besonderen Eigenschaften hat die goldene Zahl @ ?

Die goldene Zahl @ hat zwei ,,sehr spezielle* Eigenschaften: Um @ zu quadrieren, braucht
man zu ® nur 1 zu addieren! Und um den Kehrwert von ® zu berechnen, braucht man von
@ nur 1 abzuziehen! — Verbliffend, aber wahr — sehen Sie selbst:

2

o2 — J5+1 _5+2\E+1_2\/§+6_\@+3_\/§+1+2_\E+1+z_®+l
2 4 4 2 2 2 2

12 2 51 2B-Y) 51 Va2 VB2

® 511 5+15-1 5-1 2 2 2 2
Wegen ® =1,618... folgt damit sofort ®* =2,618.. und 1/® =0,618....

Mit Hilfe der Identitit ®®=®+1 kann man jede Potenz ®" Schritt fiir Schritt bis auf @
»herunterrechnen®, weil sich bei ihrer Anwendung der Exponent jeweils um eins verkleinert.

®? = 10 +1
PP =’D= (P+1)D = P*+ O= (O+1)+ O = 2D +1 Fibonacci-
O =P’D=(2D+1)D =20’ + O=2(D+1)+ O = 3D+2
D° = DD = (3D +2)D =30+ 20 =3(D+1)+2d = 50 +3
D° = O°P = (50 +3) D = 507 + 3D =5(c1>+1)+3c1>=
@' = P°D = (8D +5)® = 8D? +50 =8(D +1)+5D =[13D +8
allgemein: @"? =@" O =(A-®+B)- ®=A-®*+B-OP=A-(P+1)+B- & =(A+B)- D +A.

Der neue @ -Koeffizient A+B ist also stets die Summe der beiden Zahlen der letzten Stufe;
die Konstante A ist der alte Koeffizient von @ . Daraus folgt, dass die beiden beteiligten Zah-
len stets benachbarte Fibonacci-Zahlen sein mussen. Diese sind gerade so definiert, dass jede
Zahl die Summe ihrer beiden Vorgénger ist. — Diesen Zusammenhang der goldenen Zahl @
mit den Fibonacci-Zahlen schauen wir uns etwas genauer an.
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V. Was verbindet die goldene Zahl ® mit den Fibonacci-Zahlen?

Die Fibonacci-Zahlen sind die Glieder der Fibonacci-Folge, die eine bedeutende Rolle in der
Mathematik wie auch in der Natur spielt (zuerst untersucht von Leonardo von Pisa (ca. 1170
— nach 1240), dem bedeutendsten Mathematiker des Mittelalters, den man Fibonacci nannte).

Fibonacci-Folge: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...

Wie ist diese Folge aufgebaut? Ihr Bildungsgesetz ist einfach: Die beiden ersten Folgen-
glieder sind 1, und ab dem dritten ist jedes weitere Folgenglied die Summe der beiden voran-
gehenden: ===l

. (rekursive Definition der Fibonacci-Folge)
Fn = Fn—l F Fn_2 (fUI’ n Z 3)

Wie wir im letzten Abschnitt gezeigt haben, gilt firr die ,,goldene Potenz*: ®"=F, - ®+F, .
Umgekehrt kann man mit ®" auch die n-te Fibonacci-Zahl F, direkt berechnen:

F = %[q)” _(_é)n} %KHZ\/ET —(12\@}”} (Formel von Binet)

V1. Wo taucht der goldene Schnitt in der Geometrie auf?

1. Konstruktion des regelméaiigen Zehnecks

Regelmalige n-Ecke kénnen wir nach der ,, Tortenmethode* in n kongruente Dreiecke zerle-
gen. Uber diese Dreiecke wissen wir sofort zweierlei: (1) sie sind gleichschenklig (denn zwei
der Seiten sind Radien des Umkreises); (2) der Zentriwinkel ist 360°/n (denn alle n Dreiecke
haben denselben Winkel, und alle n zusammen ergeben den Vollwinkel).

Bei einem regelmaRigen
Zehneck ist der Zentri-
winkel 36°. Daher haben
die beiden Basiswinkel je-
weils 72°; sie sind also
genau doppelt so groR wie
der Zentriwinkel (s. Abb.).

Zieht man also von einer
Ecke B des Zehnecks die
Winkelhalbierende  des
anliegenden Basiswinkels,
so sind die beiden Teil-
winkel wieder ebenso
grol wie der Zentri-
winkel.

Daraus folgt, dass die
Dreiecke ABC und BMC
ebenfalls gleichschenklig
sind. Die Schenkellange
muss bei beiden Drei-
ecken daher gleich der
Seitenldnge s des Zehn-
ecks sein.
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Denn: AB =s, also auch BC =s, da AABC gleichschenklig; also auch CM =s, da ABCM
gleichschenklig.

Wir haben hier also drei gleichschenklige Dreiecke, in denen nur zwei InnenwinkelgroRen
auftreten: 36° und 72°. An dieser Besonderheit, die nur bei den Tortenstlick-Dreiecken des
regelmaRigen Zehneck auftritt, weil nur hier der Zentriwinkel genau doppelt so groR ist wie
die beiden Basiswinkel, liegt die Besonderheit, die wir nun entdecken kénnen:

Das eine der kleinen Dreiecke, ndmlich ABC, hat dieselben Winkel wie das Tortenstiick-
Dreieck ABM. Beide Dreiecke sind also zueinander ahnlich, und daher sind in ihnen entspre-
chende Streckenverhaltnisse gleich. Das Verhéltnis Schenkellange zu Basislange ist beim
Dreieck ABM r/s, beim Dreieck ABC s/(r—s). Es giltalso r/s=s/(r—s). Diese Strecken

bilden folglich wieder die Grundfigur des goldenen Schnitts:
r

° S ° r—S °

Es giltalso r/s=s/(r—s)=®. Damit haben wir gezeigt:

Im regelméRigen Zehneck stehen
Umkreisradius- und Seitenldnge im goldenen Schnitt.

Zugleich haben wir damit sofort eine Konstruktion des regelméaRigen Zehnecks allein mit Zir-
kel und Lineal: Wir zeichnen den Umkreis (so grof3, wie wir das Zehneck haben wollen) und
teilen den Radius im goldenen Schnitt. Die ldngere Teilstrecke s ist dann die Seitenlange des
Zehnecks. Nun mussen wir nur noch, ausgehend von einem beliebigen Punkt auf dem Um-
kreis, neunmal diese Seitenldnge mit dem Zirkel abtragen, um die restlichen neun Ecken des
Zehnecks auf dem Umkreis zu finden — fertig. Und wenn wir von diesen zehn Ecken nur jede
zweite wahlen, haben wir ein regelmaliiges Funfeck.

2. Goldene Dreiecke und der goldene Schnitt im regelmagigen Fiinfeck

Das Tortenstiick-Dreieck im re-
gelmaRigen Zehneck ist ein
gleichschenkliges Dreieck mit
den Winkeln 36°, 72°, 72°.
Wir haben gesehen, dass solche
Dreiecke genau diejenigen sind,
bei denen Schenkel- und Basis-
lange im Verhaltnis des golde-
nen Schnitts stehen. Daher
nennt man solche Dreiecke gol-
dene Dreiecke.

Auch beim regelmaRigen Funf-
eck (griechisch: Pentagon) gibt
es goldene Dreiecke, hier sind
das aber nicht die Tortenstiicke,
sondern die Dreiecke aus zwei
Diagonalen und einer Seite (s.
Abb.: AABC). Dass diese Drei-
ecke goldene Dreiecke sind,
koénnen wir leicht beweisen:
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Das Tortenstuck des regelmaRigen Flnfecks hat einen Zentri-
winkel von 360°/5=72°. (Das ist ja ohnehin Klar, weil er
natlrlich doppelt so grof? sein muss wie beim regelmaBigen
Zehneck.)

Dann muss aber der zugehorige Peripheriewinkel halb so
groR sein, also wieder 36°. Das ist der Winkel an der Spitze
des erwahnten Dreiecks ABC, das aus zwei Diagonalen und
der dazwischen liegenden Seite gebildet wird. Da in einem
regelmaRigen Vieleck aus Symmetriegriinden nicht nur alle
Seiten und alle Innenwinkel, sondern auch alle Diagonalen
untereinander gleich sein muissen, ist das Dreieck ABC
gleichschenklig. Dann miissen aber seine beiden Basiswinkel
wieder jeweils 72° haben; mit anderen Worten: es ist ein
goldenes Dreieck. In ihm stehen also die Schenkel- und Ba-
sislange im Verhéltnis des goldenen Schnitts.

Damit haben wir gezeigt:

Im regelméRigen Funfeck stehen

Schenkellange _®

goldenes
Dreieck

Basislange

Diagonalenlange und Seitenlange im goldenen Schnitt.

3. Der goldene Schnitt im Pentagramm

Als Pentagramm (griechisch pentagrammos: ,,Funf-Linien-Figur*) wird der funfzackige Stern
bezeichnet, der aus den Diagonalen eines regelmaRigen Finfecks besteht (s. Abb.). Andere
Bezeichnungen flr das Pentagramm sind Drudenful3, Pentakel oder Pentalpha.

Die Diagonalen schlieBen ein kleineres regelméaRiges Funfeck ein. Wie wir gezeigt haben,
stehen Diagonalen- und Seitenléange jedes regelmaRigen Finfecks im goldenen Schnitt, es gilt

also auch hier:
AB _d_,
AB, a

Da aus Symmetriegrinden im

regelméRBigen Finfeck jede Dia-

gonale zu einer der Seiten paral-

Ii isi sind die Strecken
AB, AB, und A,B, parallel.

(*)

Folglich sind die Dreiecke
ABC, AB,C und A)B,C zuein-
ander &hnlich. Fir das erstere
haben wir oben gezeigt, dass es

ein goldenes Dreieck ist; wegen
der Ahnlichkeit missen dann
auch die Gbrigen goldene Drei-
ecke sein; jedes hat die Winkel
36°, 72°, 72°, und in jedem
stehen Schenkel- und Basisléange
im goldenen Schnitt. Speziell fir
das Dreieck A,B,C gilt daher:
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wegen () folgt daraus sofort B,C =d . B,C ist ein Schenkel eines der fiinf Zacken des Pen-

tagramms. Er ist also genau so lang wie die Diagonale des inneren Flinfecks. Wegen der Sym-
metrie des regelméaRigen Finfecks missen dann sdmtliche Schenkel der funf Zacken des Pen-
tagramms diese Lange d der inneren Diagonale haben. Wir kdnnen also zusammenfassen:

Im Pentagramm ...

= ist die Diagonalenlange d des inneren Funfecks
zugleich die Schenkelldnge der funf Zacken

= gibt es nur drei Streckenldngen; der Grofe nach:
- die Seitenlénge s des dulReren Flinfecks,
- die Schenkelldnge d der Zacken,
- die Seitenlénge a des inneren Funfecks
= diese stehen in abnehmender GroRenreihenfolge im
goldenen Schnitt:

s_d_4
d a

Was wir dazu nur noch zeigen missen, ist E:q)' Dabei kdnnen wir unser Wissen (ber das

Rechnen mit © aus Abschnitt IV. anwenden (ein gutes Training!).

Beweis:

Wir wissen bereits, dass d/a=®, also d =®-a. Nach dem 2. Strahlensatz gilt in der Strah-
lensatzfigur mit Zentrum C :

s:2d+a:d+a+d:d+a+ d 14 d 14 d-a (dennd = -2, 5.0.)
d d+a d+a d+a d+a d+a D-a+a

_®a 4, @ :1+22 (denn ®? =® +1, s. Abschnitt IV.)

a-(o+1) d+1 )

:1+é =1+(®-1) (denn %: ® -1, s. Abschnitt IV.)

=0 q.e.d. (quod erat demonstrandum, lat.: was zu zeigen war)

4. Konstruktion des Ikosaeders aus drei kongruenten goldenen Rechtecken

o o
Ein Rechteck, dessen Seiten im Verhaltnis des gol-
. goldenes del?en Schnitts stehen, nennt man goldenes Recht-
Rechteck eck.
a=0-b
O O

~1,618-b
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Steckt man drei kongruente goldene Recht-
ecke so symmetrisch wie moglich ineinan-
der, so bilden deren 12 Ecken die Ecken
eines Ikosaeders (eines der 5 platonischen
Kaorper). ™y

»90 symmetrisch wie moglich* bedeutet
einfach, dass die Rechtecke paarweise auf-
einander senkrecht stehen und ihre Schwer-
punkte (= Diagonalenschnittpunkte) in ei-
nem gemeinsamen Punkt liegen. Die Kan-
tenlange des Ikosaeders ist dann die kiirzere
Seitenlénge des goldenen Rechtecks.

5. Die Entdeckungen von Odom

Der US-amerikanische Kunstler George Phillips Odom, Jr (geb. 1941) hat sich als engagierter
und findiger Hobby-Mathematiker mit dem goldenen Schnitt beschaftigt. Er hat sich um die
Mathematik verdient gemacht, weil er Zusammenhange entdeckt hat, die zuvor offenbar noch
nicht bekannt waren.

Hier die drei schénsten Entdeckungen von Odom. Alle haben etwas gemeinsam: Es geht im-
mer um regelmaRige Figuren, um Verbindungen von Mittelpunkten, um Umkreise bzw. Um-
kugeln. Und naturlich um den goldenen Schnitt.

5a. Gleichseitiges Dreieck und Umkreis

Verbindet man bei einem gleichseitigen Dreieck die Sei-
| tenmitten A, B zweier Seiten und verlangert die Verbin-
.' dungsstrecke, bis sie den Umkreis im Punkt C schneidet,
dann wird die Strecke AC von B im goldenen Schnitt ge-
teilt.

N 5b. Wiirfel und Umkugel

Verbindet man bei einem Wiirfel die Flachenmitten
|| A, B zweier Nachbarflachen und verlangert die Verbin-
dungsstrecke, bis sie die Umkugel im Punkt C schneidet,
, dann wird die Strecke AC von B im goldenen Schnitt ge-

*‘H—EE_E___/ teilt.
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5c. Tetraeder und Umkugel

Verbindet man bei einem Tetraeder die Flachenmitten
A, B zweier Fl&chen und verléngert die Verbindungsstre-
| cke, bis sie die Umkugel im Punkt C schneidet, dann
: wird die Strecke AC von B im goldenen Schnitt geteilt.
(Im Tetraeder sind zwei Fl&chen stets benachbart.)

6. Goldenes Rechteck und goldene Spirale

b a-b

Ein goldenes Rechteck kann man immer in
ein Quadrat und ein Rest-Rechteck zerlegen,
das wiederum ein goldenes Rechteck ist (s. goldenes
obere Abb.). Denn mit a und b stehen auto- b Quadrat

' i Rechteck
matisch auch b und a-b im goldenen
Schnitt:

b b 1 1
a-b ®-b-b -1 % a=®d-b

Wenn man diese Zerlegung goldenes Recht-
eck = Quadrat + kleineres goldenes Rechteck
nun wieder mit dem Kkleineren goldenen
Rechteck durchfuhrt und immer so weiter,
dann erhdlt man eine unendlich verschachtelte
Zerlegung des originalen goldenen Rechtecks
in unendlich viele, immer kleinere Quadrate
(s. mittlere Abb.; da hier nur endlich viele T
Schritte dargestellt sind, bleibt noch ein ein-
zelnes Kkleines goldenes Rechteck im Zentrum
ubrig; grundsatzlich muissen wir uns diese
Zerlegung aber als nicht endend vorstellen, so _
dass nur Quadrate vorhanden sind.) — N

In diese Quadrate kann man nun genau pas- AL

sende Viertelkreise einzeichnen, die sich ins- /
gesamt zu einer unendlichen Spirale zusam- ( \
menfligen. Diese Spirale nennt man goldene / goldene - "
Spirale. (Genau genommen ist dies nur eine ..-”’ Spirale / ,.
fast-goldene Spirale, eine gute N&herung fur [ T | S
die echte goldene Spirale, die eine spezielle X A
logarithmische Spirale ist.) =

Ubrigens haben die unendlich vielen goldenen Rechtecke, die bei dieser Konstruktion ,,un-
terwegs anfallen“, auRer ihrer Ahnlichkeit noch eine weitere Gemeinsamkeit: Immer liegt
namlich eine ihrer Diagonalen auf einer Diagonalen entweder des ersten oder des zweiten
goldenen Rechtecks, je nachdem, ob das Rechteck ,,liegt*“ oder ,,steht”. Schauen Sie sich die
gepunkteten Achsen in der unteren Abbildung genau an.
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7. Logarithmische Spiralen und archimedische Spiralen

Wie gesagt, diese Konstruktion aus Viertelkreisen ist nur eine N&herung der echten goldenen
Spirale. Die Viertelkreise haben ja jeder fur sich immer eine konstante Krimmung, wahrend
bei der echten goldenen Spirale, wie bei allen logarithmischen Spiralen, die Kriimmung nach
auBen hin stetig abnimmt, folglich auf keinem noch so kleinen Stiick konstant bleibt. Loga-
rithmische Spiralen wandern mit jeder weiteren Drehung immer schneller nach aullen; sie
rollen sich gewissermalien ,,nach auRen immer schneller auseinander*.

Logarithmische Spiralen kommen auch in der Natur vor, im Kleinen wie im GroRen — und im
Ganz-Grolen. Hier eindrucksvolle Beispiele:

o)
il

logarithmische aufgeschnittene Schale eines Nautilus
Spiralen

Spiralgalaxie Messier 51 Tiefdruckgebiet Uberland

Es gibt aber nicht nur logarithmische Spiralen. Was passiert zum Beispiel, wenn Sie einen
Teppich zusammenrollen, oder ein Seil, eine Lakritzschlange, oder sonst irgend etwas mit
konstanter Dicke? Dann entsteht im Querschnitt auch immer eine Spirale. Allerdings eine, die
mit jeder Volldrehung immer um exakt denselben Betrag nach aul’en wachst.

Solche Spiralen nennt man archimedische Spiralen (s. Abb. auf der néchsten Seite). Die ar-
chimedischen Spiralen sind allerdings mathematisch viel langweiliger als die logarithmischen.
(... nicht bose sein, lieber Archimedes, ist nicht personlich gemeint ...)
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archimedische
Spiralen

8. Die ,,Kinderkonstruktion* der goldenen Spirale

Wir haben eben mit Viertelkreisen eine fast-goldene Spirale gezeichnet. Das kann man auch
noch auf eine etwas andere Weise machen — und zwar so einfach, das man dazu nichts von
Proportionen, goldenem Schnitt und der goldenen Zahl ® wissen muss. Eine wirklich tolle
Konstruktion flr die Grundschule! Wie die geht, erkennen Sie sofort, wenn Sie die folgende
Abbildung betrachten:
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Sie sehen, was hier mathematisch abl&uft? Die Sache mit den Fibonacci-Zahlen? Schauen Sie
noch einmal genau hin. Wie lautet die Bauanleitung fur diese Konstruktion genau? Und wa-
rum funktioniert sie, warum passt alles so schén aneinander und zusammen?

Klar, es liegt an den Fibonacci-Zahlen. Nach deren Bauanleitung ist jede die Summe ihrer
beiden Vorganger. Und eben darum passt an die beiden letzten Quadrate immer wieder ganz
genau das nachste Quadrat.

Aber wieso kann denn hier wieder die goldene Spirale herauskommen? Immerhin sind die
Rechtecke (wie z. B. das groRe duf3ere) ja keineswegs goldene Rechtecke. Es stimmt schon, es
sind keine goldenen Rechtecke. Zumindest nicht genau; denn ungeféhr verhalten sich die Sei-
tenlangen dieser Rechtecke schon wie @ ~1,618 (rechnen Sie nach!). Wie aber kommt das?

Der tiefe Grund dafir, und dafir, dass hier wieder ungefahr die goldene Spirale herauskommt,
ist der, dass das Verhéltnis ,,Fibonacci-Zahl durch ihre VVorgangerzahl* immer genauer auf die
goldene Zahl @ zulduft; der tiefe Zusammenhang zwischen @ und Fibonacci ist ndmlich:

. F . . .
lim 22 =® (meine Merkregel hierfiir: ,, ® -bonacci !)
N—o0 n

Da die Rechtecke in der Kinderkonstruktion immer das Format F,,; xF, haben, nahern sie
sich fur n— oo immer genauer an goldene Rechtecke an; und daher entsteht hier tatsachlich

ungefahr wieder das Bild unserer ersten Viertelkreis-Konstruktion. Hier allerdings, ohne nach
innen hin unendlich klein zusammenzulaufen, da wir irgendwo anfangen (bei 1 namlich).

VIl. Wo taucht der goldene Schnitt in der Natur auf — und warum?

1. Schattenvermeidung bei Pflanzen durch Blattstand im goldenen Winkel

Manche Pflanzen haben ein Problem damit, dass Bléatter, die weiter oben am Sténgel sitzen,
den unteren Blattern das Licht wegnehmen. Die Evolution hat dieses Problem bei einigen
Pflanzen durch eine trickreiche Anordnung der Blatter (,,Blattstand*) geldst: Die nachst hohe-
ren Bléatter sitzen jeweils um einen festen Winkel gedreht am Stédngel, wobei dieser Winkel
gerade so groR ist, dass es nicht zu vollstandigen Uberdeckungen tieferer Blatter kommt.

Wiére dieser Drehwinkel zum Beispiel 90°, so wére schon das viertnéchste Blatt wieder genau
Uber dem ersten, da 4-90° =360°=0°. Ist der Winkel 80°, so ergibt sich diese Winkelfolge:

Bt | 0 | 1 | 2 | 3 | 4| s | 6 | 7 | 8 | o9
Winkel ‘ 0° ‘800 ‘1600 400° 360°

240° | 320° 120° | 200° | 280°

zu Blatt 0 =40° =0°

Bei einem Drehwinkel von 80° waére also erst das zehnte Blatt wieder genau tber dem ersten.
Das kann man auch herausfinden, indem man fragt, wann bei schrittweiser Drehung um 80°
zum ersten Mal die Gesamtdrehung 360° oder ein Vielfaches davon betrégt; welches also die
kleinste Zahl n ist, fur die n-80° =k -360°(=0°) ist.

Besonders gut wére ein Winkel ¥, fiir den die kleinste Zahl n mit der Eigenschaft
n-¥=k-360°,dh. ¥ :E~360°
n
moglichst groB ist. Die letzte Gleichung zeigt, dass ¥ in jedem Fall ein Bruch sein misste
(da n und k nattrliche Zahlen sind, ist die rechte Seite immer ein Bruch).
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Wahlen wir nun jedoch fir das Gradmal} von ¥
irgendeine Zahl, die kein Bruch ist — mit anderen
Worten: eine irrationale Zahl —, so kann diese
Gleichung niemals gelten, d.h. es gibt berhaupt
keine nattrliche Zahl n, fur die sie gilt.

Liefert uns diese Erkenntnis nun schon die opti-
male Ldsung der Evolution? Theoretisch schon,
aber praktisch nicht so ganz. — Was heif3t ,,theore-
tisch schon*? Nun, wahlen wir fiir ¥ irgendeine
irrationale Zahl, so steht tatséchlich niemals ein
hoheres Blatt exakt tUber einem tieferen. (Denn
dann misste fir die Nummer n dieses Blattes ja
die obige Gleichung gelten, was fur eine irratio-
nale Zahl ¥ ausgeschlossen ist.)

Wenn das Blatt nicht exakt daruber steht, konnte es aber immer noch ziemlich genau dartber
stehen, was logischerweise auch heillen wiirde: mit ziemlich genau derselben Beschattung wie
beim exakten Dartiberstehen. Fur die Pflanze bedeutet also ein irrationaler ¥ -Wert nicht au-
tomatisch schon minimale Lichtwegnahme. Mathematisch liegt das daran, dass sehr viele irra-
tionale Zahlen sehr gut durch rationale Zahlen angenéhert werden kénnen. Fir die Kreiszahl
7 =3,141592653589793... gibt es zum Beispiel folgende Naherungsbriche:

% =3,1415009... (auf 4 Dezimalen genau)

5419351

=3,14159265358981... (auf 12 Dezimalen genau!) usw.
1725033

Es gibt aber irrationale Zahlen, die nur schlecht durch rationale angendhert werden kénnen. Es
gibt sogar eine irrationale Zahl, bei der diese Naherungsmaglichkeit schlechter ist als bei je-
der anderen irrationalen Zahl. Diese Zahl kénnte man mit Fug und Recht als ,,die irrationalste
Zahl“ bezeichnen.

Die ,,irrationalste Zahl*“ in diesem Sinne ist die goldene Zahl @ . Die goldene Zahl
kann von allen reellen Zahlen am schlechtesten durch Briiche angenahert werden.

(Einen Beweis dieser Tatsache wollen wir hier nicht fiihren, er wiirde den Rahmen einer Geo-
metrievorlesung sprengen.)

Daher erhalten wir den optimalen Drehwinkel — bei
dem also die Beschattung tieferer Blatter durch ho-
here moglichst gering ist —, indem wir den Vollwin-
kel durch die goldene Zahl @ dividieren:

goldener Winkel 360° 360°
Y ® 1,618

~ 222,5°

~137,5°

Da eine Drehung um einen Winkel dasselbe Ergeb-
nis liefert wie eine Drehung um dessen Ergénzungs-
winkel zum Vollwinkel in entgegengesetzte Rich-
tung, nimmt man auch hier den Ergédnzungswinkel
und bezeichnet ihn als goldenen Winkel ¥ (,,Psi*):

¥ =360° - 360
d

~137,5°
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Bei dieser Teilung im goldenen Schnitt wird zugleich nattrlich auch der Kreisumfang golden
geteilt, so dass die anteiligen Bogenlangen a und b in der Proportion @ stehen (s. Abb.).

Es ist bemerkenswert, dass die Evolution bei einer Reihe von Pflanzen den Blatt-, Bliten-
oder Fruchtstand nach dem goldenen Winkel ¥ ausgerichtet hat, wie es in der Abbildung der
vorigen Seite schematisch dargestellt ist.

Eindrucksvolle — und Ihnen daher dringend zur Nachprifung empfohlene! — Beispiele sind
Sonnen- und Géanseblumen sowie einige Disteln und besonders die Zapfen vieler Nadelgehol-
ze (s. Abb. unten): Blatter, Bllten bzw. Frichte sind bei diesen Pflanzen in regelméligen Spi-
ralen angeordnet, und stets ist der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Elementen
ca. 137,5°, also etwa der goldene Winkel ¥ .

2. Spiralen bei Pflanzen und die Fibonacci-Zahlen

Wir haben bereits den engen Zusammenhang zwischen der goldenen Zahl ® und den Fibo-
nacci-Zahlen kennengelernt. Da kann es uns kaum noch verbliffen, wenn wir auch die Fibo-
nacci-Zahlen in der Natur wiederfinden.

Wie — gibt es etwa Pflanzen, deren Blatterzahl (bzw. Bluten- und Fruchtzahl) immer eine Fi-
bonacci-Zahl ist? Nein, so einfach ist das nicht. Diese Annahme ist schon deshalb nicht sehr
vernunftig, weil das Pflanzenwachstum nicht so abléuft, dass die Blattzahl immer auf die
néchste Fibonacci-Zahl springen konnte. Es ist etwas komplizierter (und darum spannender).

Wo konnten die Fibonacci-Zahlen sonst stecken? Am ehesten werden wir sie doch bei Pflan-
zen erwarten konnen, bei denen der goldene Winkel W eine Rolle spielt. Also dort, wo Ele-
mente (Blatter, Bluten, Friichte) um den Winkel ¥ gedreht nach oben oder auRen hin ange-
ordnet sind (z. B. am Sténgel oder im Bluten- bzw. Fruchtstand). In solchen Féllen von ,,ver-
setzter Drehung® miussen diese Elemente in ihrer Gesamtheit logischerweise in Spiralform
angeordnet sein. Und die Anzahlen dieser Spiralen sind nun tatséchlich Fibonacci-Zahlen!

Bei vielen Pflanzen gibt es eine solche Spirale (z.B. der
Blattstand am Sténgel wie oben gesehen). Es gibt aber auch
Pflanzen, bei denen Blatter, Bluten bzw. Friichte in mehre-
ren, nicht selten in vielen Spiralen angeordnet sind. Ein Bei-
spiel haben wir schon kennengelernt: die Koniferenzapfen
(s. Abb. rechts). Bei dem abgebildeten Exemplar kann man
z. B. 8 rechtsdrehende und 13 linksdrehende Spiralen zéhlen.

Es gibt aber noch ein weiteres, ganz prominentes Gewachs,
bei dem Ihnen die Spiralen vielleicht nur noch nie aufgefallen
sind: die Ananas.
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Was wir auf dem Markt kaufen, wird zwar oft ,,Ananasfrucht” genannt; genau genommen
handelt es sich dabei jedoch nicht um eine Frucht, sondern um einen Fruchtstand, der aus den
vielen sogenannten ,,Beerenfriichten* besteht, die das markante Sechseckmosaik der Ananas-
Oberfl&che bilden. Hier erkennen wir sogar drei verschiedene Spiraltypen (s. Abb. links).

Ein drittes bekanntes Beispiel haben
wir bereits erwéhnt: die Sonnenblume.
Auch der ,, Teller der Sonnenblume ist
ein Bluten- bzw. Fruchtstand, in dem
die Bllten (spater dann die Frichte: die
Sonnenblumenkerne) keineswegs un-
regelmaRig oder im Kreis herum ange-
ordnet sind, wie man bei flichtigem :
Blick annehmen konnte, sondern in vie- = :
len Spiralen. Die rechte Abb. zeigt zwei Spiraltypen; man kann aber
wie bei der Ananas oft noch einen dritten Typ entdecken (s.u.).

Bei Koniferenzapfen, Ananas und Sonnenblumen kdnnen wir also ziemlich viele Spiralen
entdecken, und zwar Spiralen unterschiedlichen Typs: Es gibt linksherum drehende und
rechtsherum drehende, flach steigende und steil steigende Spiralen. Betrachten Sie die Zahlen
der Abbildungen und zéhlen Sie selbst an konkreten Beispielen nach — immer werden Sie
feststellen:

Die Spiralzahlen der Typen sind immer aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen!
Welche aufeinander folgenden Fibonacci-Zahlen das jeweils sind, hangt nicht von
der Art der Pflanze ab, sondern von ihrer Grolie.

Die einzelnen Beeren der Ananas
sind sechseckig (was allerdings oft
nicht gut zu erkennen ist). Da Sechs-
ecke 3 Paare gegeniberliegender Sei-
ten haben, gibt es bei der Ananas
3 Spiraltypen (s. Abb. rechts): Die zu
einem Typ gehérenden Spiralen brei-
ten sich jeweils entlang eines dieser 3
Paare aus; d.h. ihre Elemente hangen
stets an den Seiten dieses jeweiligen
Seitenpaares zusammen.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ...

T T~ Je steiler eine solche Spirale ist, desto schneller
§% kommt sie ,,oben an®, desto weniger Beeren
TN T T Kkann sie daher enthalten. Flache Spiralen enthal-
_ E T [ S Ny .. ten entsprechend mehr Beeren. Da die Spiralen
NN A\‘\.\ TR N jedes Typs zusammen alle Beeren der Ananas
A i A~~~ enthalten, folgt: Die Spiralzahl eines Typs ist
umso groRer, je steiler seine Spiralen sind (je

A s A _~__~ weniger Elemente jede also enthalt).

Uberall im Pflanzenreich, wo wir drei Spiralty-
pen beobachten, kénnen wir davon ausgehen,
_~._ _~ dass die geometrische Struktur der Elemente,

N | ' aus denen diese Spiralen bestehen, sechseckig
A~ seinmuss (s. Abb. links).
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Geometrisch wird das sofort klar: Legt man die Ebene mit lauter kongruenten Sechsecken
aus, so bildet das entstehende ,,Parkett* entsprechend der Seitenzahl 6:2 =3 Typen von Dia-
gonalen (s. letzte Abb.). Ganz ahnlich wie bei gefliesten Wénden oder beim Késtchenpapier:
Bei Rechtecken entstehen stets 4:2 =2 Reihentypen — Spalten und Zeilen.

Damit ist die (einfache) geometrische Ursache dafiir geklart, warum es bei Ananas und Son-
nenblume genau drei Spiraltypen geben muss — nicht mehr und nicht weniger.

Betrachten wir die Sonnenblumen noch einmal genauer. Bei einer grofen Sonnenblume be-
steht der ,, Teller aus mehr Bluten bzw. Kernen als bei einer kleinen, und folglich bilden gro-
Re mehr Spiralen jeden Typs. Doch wie viele Spiralen es auch sind, bei jeder Sonnenblume
sind die drei Spiralzahlen drei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen (s. Abb. unten). Bei
einer kleinen Sonnenblume sind die drei Spiralzahlen 13, 21, 34; bei einer mittelgrofien 21,
34, 55; bei einer groRen 34, 55, 89; und bei ganz besonders préchtigen und seltenen Exempla-
ren habe ich schon die Zahlen 55, 89, 144 gefunden.

= Immer gibt es 3 Typen

von Spiralen.
Im Fruchstand der P

Sonnenblume stehen die
Bliiten bzw. Friichte in
Spiralen.

= Deren Anzahlen sind
aufeinander folgende
Fibonacci-Zahlen.

= Alle Spiralen sind
goldene Spiralen.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...

Zwei der Spiraltypen erkennt man bei jeder Sonnenblume ohne Miihe: die eine Sorte dreht im
Uhrzeigersinn (rechts herum), die anderen gegen ihn (links herum). Am besten denkt man
hier ,,von innen nach aullen®. Diese beiden ,,einfachen* Typen findet man auch auf den meis-
ten Abbildungen zu unserem Thema, in Blchern oder im Internet.

Der dritte Spiraltyp wird oft Ubersehen, weil er oft weit schwerer zu entdecken ist. Das liegt
daran, dass bei den zu ihm gehorenden Spiralen die einzelnen Elemente weiter auseinander
sitzen. Sie bilden daher keine so deutliche Linie, wie das bei den anderen Spiraltypen der Fall
ist. Werden die Elemente dieses dritten Typs aber markiert, so kénnen wir die Spiralform so-
fort erkennen (orange Markierung in der Abb. oben). In dieser Abbildung erscheint es so, als
zeigten die drei unteren Bilder verschiedene Sonnenblumen. Das tuscht jedoch: hier sind nur
die weiRen Markierungen der Spiralen unterschiedlich weit bis ins Zentrum durchgezeichnet.
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Was wir fur die Anzahlen der steilen und flachen Spiralen bei der Ananas uberlegt haben, gilt
entsprechend auch flr die Sonnenblume: Je starker gekrimmt eine Sonnenblumenspirale ist,
je mehr sie sich also ,,in die Kurve legt”, desto spater erreicht sie den Rand des Tellers und
desto mehr Bliten bzw. Kerne enthélt sie daher. Bei der Sonnenblume gilt also analog zur
Ananas: Die Spiralzahl eines Typs ist umso grofier, je weniger gekriimmt seine Spiralen sind
(je weniger Elemente jede also enthalt).

An den Sonnenblumen-Spiralen kdnnen wir noch eine weitere Besonderheit erkennen, die bei
der Ananas nicht gilt — eine Besonderheit, die bestens zu unserem Thema passt und den Bo-
gen unseres Themas ,,goldener Schnitt* wunderbar schlief3t:

Die Spiralen der Sonnenblume haben die Form der goldenen Spirale.

Dies l&sst sich am besten an den Spiralen des dritten Typs erkennen: Diese sind starker ge-
krimmt und daher lang genug, um ihre Form zu erkennen zu geben. Die Spiralen der ersten
beiden ,,einfacheren* Typen verraten dies nicht so deutlich, da sie weniger stark gekrimmt
sind und daher schneller den Rand erreichen, also kiirzer sind. Und an einem kurzen Anfangs-
stiick kann man eine goldene Spirale noch nicht gut erkennen.

Da goldene Spiralen ebene Figuren sind, kénnen sie zwar im flachen Teller von Sonnenblu-
men auftreten. Nicht dagegen auf der rdumlich gekrimmten Oberflache der Ananas, deren
Spiralen nicht in der Ebene liegen, sondern sich dreidimensional ausbreiten und daher auch
keine goldene Spiralen sein kénnen.

Typisch fur Mathematikerinnen und Mathematiker wére es nun freilich, dartiber nachzuden-
ken, ob es vielleicht doch so etwas wie ,,dreidimensionale goldene Spiralen* geben konnte
und wie man sie sinnvoll definieren misste. Denn ,,geben* kann es fur uns Mathemati-
ker/innen alles, was wir klar, anschaulich und préazise denken kénnen. Die Realitat der Ma-
thematik ist die Wirklichkeit des Denkbaren, nicht die des tatséchlich Existierenden. Und nur
darum passt die Mathematik so gut zum Verstandnis der ,,wirklichen Welt“, weil sie so gut zu
unserem Denken passt, denn allein mit unserem Denken konnen wir diese ,,wirkliche Welt*
verstehen. Ja, eigentlich konstruieren wir diese Welt iberhaupt erst, indem wir Uber sie nach-
denken. Was aulRerhalb unseres Denkens an dieser Welt ,,real* ist, werden wir nie erfahren.

VIl Wozu diese lange goldene Tour? Ein Pladoyer fur die figurative Intelligenz

Wenn Sie bis hierher durchgehalten haben, dann haben Sie mehr verstanden als allein das
geometrische Thema goldener Schnitt. Ich kann nur hoffen, dass es Sie nicht gelangweilt hat,
angestrengt wird es Sie schon haben, ohne Anstrengung gewinnt man nur selten etwas. Wenn
Sie aber hier immer noch dabei sind, dann kénnen Sie das gar nicht geschafft haben, ohne
eine Vorstellung davon zu entwickeln, was Mathematik eigentlich ist. Was dieses ,,Eigentli-
che* ist, kénnen wir nicht dadurch verstehen, dass es uns jemand erklart. Sondern nur da-
durch, dass wir selbst als Mathematiker(innen) denken und handeln. Dazu wollte ich Sie ein-
laden; das war Uberhaupt der Grund, warum ich dieses Kapitel zu einer so langen ,,goldenen
Tour* ausgedehnt habe. Danke fur Ihre Geduld und Ihr Interesse!

Blicken wir noch einmal zurtick. Unser Spaziergang ging von einem einfachen geometrischen
Begriff aus, den wir von verschiedenen Seiten betrachteten, so dass wir schliel3lich seine Be-
deutung im ,,Reich der Geometrie* immer besser verstehen konnten. Vielleicht waren Sie
unterwegs von der einen oder anderen Erkenntnis verblifft, vielleicht gerieten Sie mitunter
sogar ins Staunen? Diese Fahigkeit zum Staunen waére jedenfalls ein sicheres Indiz fur echtes
Verstandnis.
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Ohne das Staunen ware niemals so etwas wie Wissenschaft entstanden. Man hort oft, Wissen-
schaft entstehe mit Fragen. Das stimmt schon, aber Fragen allein machen noch keine Wissen-
schaft. Es muss schon das staunende Fragen sein, gewissermafen das Fragen mit gro3en Au-
gen. Und wo das Staunen endet, hort auch die Wissenschaft auf. Wenn wir in unserem Unter-
richt die groBen Augen nicht sehen, sollten wir lieber Eis essen gehen ...

Je mehr Zusammenhange wir auf unserer Tour verstanden, und je tiefer dieses Verstandnis
wurde, desto mehr unerwartete Aspekte konnten wir entdecken, desto mehr Durchblicke und
Einsichten 6ffneten sich fir uns. Goldener Schnitt, goldene Zahl, goldene Rechtecke, goldene
Dreiecke und der goldene Winkel — und schlieBlich der tiefe Zusammenhang mit den Fibo-
nacci-Zahlen, die dann plétzlich auf Ananas und Sonnenblumen auftauchten. Wir haben ge-
sehen, dass die Geometrie auch die Welt der Zahlen ,regiert“— und sogar die der Pflanzen.
Das ist eine tiefe Erkenntnis, die noch nicht alle haben, die Mathematik unterrichten ...

Die Geometrie ist die Grundlage der gesamten Ma-
thematik. Es ist ein Vorurteil, ein schlichter Irrtum,
wenn viele die Mathematik als die Wissenschaft allein
von den Zahlen verstehen. Denn das wirklich Grund-
legende in der Mathematik sind nicht die Zahlen, son-
dern die Figuren. Erst durch unser Denken in Figuren
kann das Denken in Zahlen Giberhaupt in unseren Kopf
kommen. Das liegt nicht an der Mathematik, sondern
an unserem Denken. Genauer an der Evolution, die
unser Gehirn im Laufe der menschlichen Entwicklung
so geformt hat, dass wir in Bildern denken — sprach-
lich in Metaphern, mathematisch in Figuren.

Die mathematische Basisintelligenz ist nicht die Zah-
lenintelligenz, sondern die von der Evolution in unser
Gehirn programmierte figurative Intelligenz, also un-
sere Fahigkeit, in Figuren zu denken. Daraus entwi-
ckelt sich unsere hochste und wertvollste mathemati-
sche Fahigkeit: die Fahigkeit, in Mustern und Struktu-
ren zu denken.

Erst wenn wir gelernt haben, in Mustern und Strukturen zu denken, haben wir wirklich ma-
thematisch zu denken gelernt. Und dann kénnen wir plétzlich diese Muster und Strukturen
uberall entdecken und verstehen. So wie wir in diesem Kapitel ja auch die verschiedenen
»goldenen Muster* in der Natur entdeckt haben und zu verstehen lernten. Merke:

Mathematik ist die Wissenschaft der Muster und Strukturen.

Eigentlich wollen Mathematiker nichts berechnen oder genau vermessen, auch die Natur
nicht. Das ist eher die (lobenswerte und wertvolle) Denkweise von Ingenieurinnen und Na-
turwissenschaftlern. Wer Mathematik betreibt, ist viel eher daran interessiert, die tieferen
Strukturen von ,figurativen Phanomenen* aufzudecken und auf diese Weise dann sogar die
tiefen, wir kénnen ruhig sagen: die verborgenen mathematischen Zusammenhange zu verste-
hen, die zum Beispiel so verschiedenartige Objekte wie Sonnenblumen und Wirbelstiirme,
Schnecken- oder Nautilus-Gehduse und Galaxien verbindet.

Das sind sehr spezielle Beispiele, aber eben doch ganz wichtige und typische. Sie zeigen uns,
was wir (wir alle, auch unsere Schilerinnen und Schiiler) davon haben, wenn wir Mathematik
betreiben: Nicht Spezialwissen und Spezialfertigkeiten wie ,,Mitternachtsformel* oder ,,Glei-
chungen l6sen konnen*; das sind nur Werkzeuge, nur ,,Mittel zum Zweck*. Es geht um mehr,
doch es ist schwer, das zu formulieren. Versuchen wir es so: Es geht in der Mathematik und



20 Peter Berger

beim Lehren von Mathematik immer um das Erlebnis des Verstehens, das Erlebnis der immer
groRer werdenden Klarheit. Es ist einfach toll, wenn wir selbst — in unserem eigenen Kopf —
erleben, welche mentale Power unsere figurative Intelligenz hat.

Wie gesagt: Mathematik ist die Wissenschaft der Muster und Strukturen. Ein Buch meines
englischen (heute in den USA tétigen) Lehrers Keith Devlin heif3t Mathematics — The Science
of Patterns’. Es wurde ein Weltbestseller unter den popularwissenschaftlichen Biichern. Be-
sorgen Sie sich seine Blcher und gehen Sie darin mit dem Autor auf die spannenden ,,Entde-
ckungsreisen im Kopf“, zu denen Herr Devlin uns alle einladt! Ein anderes seiner Blcher
trégt den Titel ,,Das Mathe-Gen: oder Wie sich das mathematische Denken entwickelt + Wa-
rum Sie Zahlen ruhig vergessen kdnnen“?. Wenn mehr Mathematikdidaktiker und Matheleh-
rer das Buch gelesen hatten, sahe der Matheunterricht vermutlich besser aus. Die produktiven
Mathematiker heute, also die Leute, die die Mathematik in unseren Tagen wirklich erfinden,
haben dieses Denken schon l&angst, sonst waren sie auch nicht so kreativ. Sollten unsere Schi-
lerinnen und Schiler nicht endlich vom Wissen der Durchblicker profitieren? Sie wollen gute
Lehrerinnen und Lehrer werden? Dann andern Sie etwas an der Situation — fangen Sie bei
sich selbst an. Am besten heute noch! Wie sagte der kluge Schriftsteller Erich Késtner
(,,PUnktchen und Anton®): ,,Es gibt nichts Gutes — aul3er, man tut es!*

Ebenso wichtig wie die Frage, was Mathematik inhaltlich ist, womit sie sich beschéftigt, ist
flr uns die Frage, wie Mathematik ablauft, was passiert, wenn wir sie betreiben. Und was wir
tun sollten, wenn wir Mathematik erfolgreich und fir uns selbst befriedigend betreiben wol-
len. Mein Reslimee aus vielen Jahren Unterricht, Lehre und Forschung ist ganz einfach, es ist
ein Pladoyer fur die figurative Intelligenz. Ich bin wie Keith Devlin und die vielen anderen
modernen Mathematikerinnen und Mathematiker heute fest davon tberzeugt, dass es funktio-
niert, weil es das Wesentliche trifft:

Pladoyer fiir die figurative Intelligenz:

Aktiviere deine ganze Phantasie, trainiere standig deine Vorstellungskraft —
und du wirst die Power des Denkens in Figuren erleben und genielien.

Figuren muss man

- zuerst mit den Handen bauen,

- dann zeichnen,

- zuletzt im Kopf rekonstruieren;

- dann kann man mit diesen Figuren denken.

Und vergessen Sie nicht: Nur wer selbst isst, wird satt, und nur wer selbst denkt, wird klug!

1 Keith Devlin: Mathematics - The Science of Patterns. The Search for Order in Life, Mind, and the Universe.
Scientific American Library (1994) ISBN 0716750473. — Deutsche Ubersetzung:

Keith Devlin: Muster der Mathematik. Ordnungsgesetze des Geistes und der Natur. Spektrum Akademischer
Verlag (2002) ISBN 3827413257.

2 Keith Devlin: Das Mathe-Gen: oder Wie sich das mathematische Denken entwickelt + Warum Sie Zahlen
ruhig vergessen kénnen. Deutscher Taschenbuch Verlag (2003) ISBN 3423340088



